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چکیده
و بهره برداري وسایل نقلیه ساخت و سازافزایش که به دلیل استضوعیموتحت عبور وسیله نقلیه،پلدینامیکیپاسخبررسیوتحلیل

اثرات اینرسی وسیله نقلیه درتحلیل .، حائز اهمیت می باشدبرنامه هاي کاربردي مهندسی عمراندر ، آن هاارتعاش پل ها ناشی از عبور سنگین و
اثرات .، قابل چشم پوشی نمی باشداستار نسبت به وزن پل قابل توجه سازه ها تحت عبور بارهاي متحرك با سرعت بالا و در مواردي که وزن ب

با استفاده از مبانی علم دینامیک سازه و . اینرسی در دینامیک پل ها، طراحی ریل هاي راه آهن، طراحی عرشه کشتی ها کاربرد گسترده اي دارد
مختلف مانند توسط روش هاي را و پاسخ سیستم نمودهاستخراج راله نقلیهیوس- معادلات حاکم بر سیستم پلمی تواناصول المان محدود

.نمودمحاسبه هاي عدديروش
پاسخ دینامیکی پل یک .ه استگردیددراین مقاله جهت مدلسازي اثر اینرسی وسیله نقلیه متحرك از دو مدلسازي دقیق و تقریبی استفاده 

. ه استشدمحاسبه تفاضل مرکزيمتحرك با سرعت ثابت با استفاده ازروش عددي جرم دو مدلسازي دهانه با تکیه گاه دو سر ساده تحت عبور 
مختلف بررسی شده است و نمودار هايخطاي پاسخ پل تحت مدل تقریبی نسبت به مدل دقیق جرم متحرك درنسبت سرعت ونسبت جرممقدار

روش تقریبی دروه مدلسازي دقیق داراي دقت مناسبی بوده نتایج نشان می دهد ک. پاسخ دینامیکی پل تحت دو مدلسازي نمایش داده شده است
همچنین با بررسی اثر نسبت سرعت وسیله نقلیه . داراي خطاي محسوسی می باشدنسبت به روش دقیق محدوده اي ازنسبت سرعت و نسبت جرم 

برابر سرعت بحرانی 0.5بیش از یله نقلیه متحرك به سرعت بحرانی بر روي پاسخ تیر نتیجه می گردد که به طور تقریبی زمانی که سرعت وس
.گردد پاسخ دینامیکی به مقدار ماکزیمم خود می رسدمی

مقدمه
به دلیل اینکه بررسی پاسخ دینامیکی پل ها رفتاراندرکنش وسایل نقلیه پرسرعت و سنگین هنگام عبور از پل ها،باتوجه به اهمیت ارزیابی

کشور نقش به عنوان عناصر کلیدي شبکه راه هاي یکپل ها. ي بهره برداري قرار دارند، حائز اهمیت می باشدمرتبا تحت اثر ارتعاش ناشی از بارها
.بالایی برخوردار استاهمیتازها،کنند و تأمین ایمنی و پایداري آمنحصر به فردي را به لحاظ اقتصادي و سیاسی ایفا می

(Gopalakrishnam et al., 2011)
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مطالعات اولیه بر روي این موضوع .باشدله ارتعاشات در تیر ساده تحت اثر عبور یک بار ثابت و با سرعت ثابت میساده ترین مسا
تحقیقات نخست درزمینه پاسخ دینامیکی پل ها تحت بارهاي در حال حرکت با ریزش پل راه آهن .بیشتربرارائه راه حل هادرفرم بسته متمرکز شد

انجام شد) 1849(و استوکس ) 1849(از بارهاي در حال حرکت توسط ویلیس تحقیقات اولیه .توسعه یافت19قرن چستر در انگلستان در اواسط
,Gonzalez).ی بار در مدل آن ها لحاظ نشده بودکه اثراینرس 2010)

Mazurek & Dewolf بررسی زوال سازه با مطالعات تئوري و آزمایشگاهی بر روي تیرهاي دو دهانه تحت اثر بار متحرك به منظور
,.Mirzaee et al).تحلیل خصوصیات ارتعاشی انجام داده اند ولی اثر اینرسی ناشی از جرم متحرك در معادلات لحاظ نگردیده بود 2014)

Jeefcot استفاده براي حل معادله از یک روش تکرار شونده گرفت وتیر و جرم متحرك را درنظراینرسیبراي اولین بار اثر1929در سال
,.Eftekhar Azam et al). رگذاري هاي مختلف انجام داده استتکیه گاه ساده تحت باباتحقیق کاملی روي تیر1973در سال Fryba. کرد 2013)

را براي دریافت پاسخ تیر ساده تحت جرم متحرك ارائه دادند ولی اثر میرایی و سختی آن حل عدديروش1989آکین در سال ومفید
Akin and Mofid).نگرفتنددرنظر 1989)

اثرات .پاسخ تیر تیموشینکو را تحت اثرجرم متحرك بررسی کردندبا استفاده از روش پاسخ المان مجزا2001نوري و مفید در سالیاوري،
Yavari).ده استگردیاین پژوهش بررسی درنیز ضخامت تیر وسرعت جرم متحرك بر پاسخ دینامیکی تیر et al., 2002)

جهت مدلسازي اثر اینرسی وسیله نقلیه متحرك از دو مدلسازي . گردیده استپاسخ دینامیکی پل تحت جرم متحرك محاسبه دراین مقاله
و در مدلسازي تقریبی اثر اینرسی شدهدر حالت مدلسازي دقیق اثر اینرسی همراه با وسیله نقلیه در نظر گرفته . دقیق و تقریبی استفاده شده است

در نتیجه به دلیل تغییر موقعیت جرم، ماتریس جرم سیستم . شده استهر گام زمانی در وسط مسیر پیموده شده توسط وسیله نقلیه قرار داده در
می عدديبا استفاده از روش هاي .گردیده استودر هر گام زمانی به روز رسانی یافتههمانند بردار نیرو با عبور وسیله ي نقلیه در طول پل تغییر 

در روش هاي عددي ابتدا توسط اصول المان محدود اجزاي معادله حرکت یعنی ماتریس جرم، سختی، میرایی .توان پاسخ سیستم را محاسبه نمود
تم را به صورت تقریبی محاسبه و نیرو به صورت جداگانه تشکیل می گردد،  سپس با استفاده از روش انتگرال گیري مستقیم می توان پاسخ سیس

.دراین پژوهش جهت محاسبه پاسخ دینامیکی پل از روش تفاضل مرکزي استفاده شده است.کرد
جرم مدل دقیق و تقریبی بررسی مقایسه اي بین پاسخ دینامیکی پل یک دهانه با تکیه گاه دو سر ساده تحت عبور هدف از این مقاله 

ه سرعت بحرانی و نسبت جرم وسیله نقلیه به جرم پل، بر روي پاسخ پلهمچنین اثر نسبت سرعت وسیله نقلیه ب. متحرك با سرعت ثابت می باشد
.بررسی شده استو میزان خطاي مدلسازي تقریبی نسبت به مدلسازي دقیق

تشکیل معادلات حرکت درمدل دقیق جرم متحرك
داده و سپس پاسخ دینامیکی پل وسیله نقلیه را تشکیل -در این بخش با استفاده از اصول المان محدود معادله ي حرکت سیستم پل

اثر وزن وسیله ي نقلیه در ،براي مدلسازي وسیله ي نقلیه از حالت جرم متحرك استفاده می شود.محاسبه می گردد1توسط روش تفاضل مرکزي
ی گردد و با تغییر موقعیت ماتریس نیرو و اثر اینرسی آن در ماتریس جرم سیستم لحاظ می گردد که سبب وابسته بودن این دو ماتریس به زمان م

.جرم به روز رسانی می گردند
برنولی به منظور تعیین ماتریس -می توان از تئوري اویلر. یک المان تیر مستقیم با سطح مقطع ثابت در شکل زیر نشان داده شده است

zو دوران حول محور ) ,(yاي محور دو درجه آزادي براي هر گره شامل جابجایی در راست. هاي سختی و جرم این المان استفاده نمود

.را می توان به عنوان درجات آزادي این المان لحاظ نمود) ,(

متحرك روي المان تیرجرم :1شکل 

1
Central difference
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:راین المان فرض شده است به شکل زی٢براي جابجایی عرضی، 3یک تابع درجه 

:باشده فوق میکننده مسالمعادله دیفرانسیل زیر توصیف. نمایددر طول تیر حرکت میp(t)حالتی را در نظر بگیرید که بار متغیر با زمان 

E ،I ،،،،پس از اعمال شرایط اولیه و . نس طبیعی تیر می باشدجرم واحد طول وفرکاممان اینرسی،به ترتیب مدول الاستیسته
.شرایط مرزي و پس از حل معادله توسط تبدیل انتگرالی فوریه به معادله زیر تبدیل می گردد

.معادله زیرمی باشدبه صورت سیستممعادله حرکت بارگذاري جرم متحرك تحت، با استفاده از اصول المان محدود

[M+Mv] +[C] +[K] ={p(t)}

[M]و[K] ماتریس جرم و سختی اسمبل کردنداده شده است با 9و 8ماتریس جرم و سختی هر المان می باشد که در روابط به ترتیب
.ماتریس جرم و سختی کل تیر محاسبه می گرددالمان ها،

[C]به شکل زیر بیان می گردددر هر المانمتناسب با جمع ماتریس سختی و جرم کهماتریس میرایی المان می باشد:

:توان از حل معادلات زیر بدست آوردرا میa1و a0باشد، فاکتورهاي میرایی رایله، wnو wmمتناظر با دو فرکانس ξnو ξmاگر نسبت میرایی 

:به منظور به دست آوردن نیروي متناظر درجات آزادي هر گره می توان از توابع شکل المان تیر استفاده نمود

)9(

)10(

2 Transverse displacement

(5)

(6)

(8)

(7)

(3)

(4)

(1)

(2)
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)11(

)12(

:قرار داشته باشد، خواهیم داشتj+1و jو بین دو گره Lام به طول iازگره ابتداي المان xاگر بار به فاصله 

[Mv]هنگامیکه جرم . باید در هر لحظه به روز رسانی شود،مطابق بردار نیروکهماتریس اثراینرسی جرم وسیله نقلیه متحرك می باشد
درجات به منظور به دست آوردن نیروي اینرسی متناظر . متحرك در طول تیر حرکت می کند، نیروي اینرسی هر گره با زمان تغییر می نماید

قرار j+1و jو بین دو گره lام به طول iازگره ابتداي المان xیعنی اگر بار به فاصله .آزادي هر گره می توان از توابع شکل المان تیر استفاده نمود
:داشته باشد، خواهیم داشت

Mirzaee).در مدل دقیق و تقریبی متفاوت می باشد[Mv]مقدار .جرم وسیله نقلیه متحرك می باشد et al., 2014)

تشکیل معادلات حرکت درمدل تقریبی جرم متحرك
در خصوص تاثیر عبور وسیله متحرك در پل هاي با دهانه بلند، فرض بر این است که اثرات C.E.Inglisدر روش تقریبی ارائه شده توسط 

مشابه (در محاسبات این روش فرض می شود که یک بار متحرك در طول تیر حرکت می کند  . آن می باشدثقلی بار مستقل از اثرات اینرسی 
بر ) شتاب ثقل استgو P=mg(Pاز بار mاثرات اینرسی جرم . کندعمل میx0در حالیکه جرم وسیله نقلیه در یک نقطه ثابت ) بخش گذشته

.ت اثرات اینرسی بار را به صورت معادله دیفرانسیل زیر می توان نوشتدر این حال. اعمال می گرددx0روي تیر در نقطه 

:خواهیم داشت) 15(با اعمال تبدیل فوریه معادله 

:به فرم زیر بازنویسی می شود) 16(بنابراین معادله

:که در آن

(13)

(14)

(15)

(16)

(17)

(18)
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فرکانس طبیعی پل با محل قرارگیري . در آن قرار گرفته استmاست یعنی محلی که به صورت تقریبی جرم تنها مشکل این روش انتخاب 
mلذا اغلب در استفاده از این روش جرم اما در نزدیکی مرکز تیر ساده این تغییرات اندك است به ویژه براي مقادیر اندك . تغییر می کندmجرم 

,Akin and Mofid).تقریبا به صورت زیر است)21(و )20(بنابراین معادلات در مرکز دهانه تیر قرار می گیرد، یعنی  1989)

)23(

)24(

استفاده از روش هاي عددي، پاسخ پل تحت عبور وسیله نقلیه را فوق الذکر، می توان با پس از تشکیل معادلات حرکت در دو مدل
,ladislav). داله پرداخته می شوعددي مورد استفاده دراین مقحل دربخش بعد به معرفی روش .  محاسبه نمود 1999)

روش تفاضل مرکزي 
.سرعت ها و شتاب هاي قبلی استبرحسب تغییرمکان ها،روش برون یابی صریح به صورت تفاضلی، شامل بیان تغییرمکان درلحظه 

.مهمترین روش تفاضلی که بیشترین کاربرد را درحل مسائل حوزه زمان داردروش تفاضل مرکزي است که از مقبولیت ویژه اي برخوردار است
.مشتقات زمانی اول و دوم به روش تفاضل مرکزي به صورت ذیل بیان می گردد

)25(

)26(

:و ساده سازي داریم)4(باجایگزینی مشتق مرتبه اول و دوم زمانی در معادله 

)27(

)28(

)29(

.وردآرا براي هر گام زمانی بدست می توان به صورت تکراري.تحت عنوان پیش بین تفاضل مرکزي خوانده می شود)27(رابطه 
)1388گر و میري، کشته(.داز رابطه زیرمحاسبه می گردردن مقدار اغازین وآبراي بدست 

)30(

(19)

(20)

(21)

(22)
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حل مثال عددي
جدول مطابق مشخصات تیر . مدل سازي شده است%5ومیراییمتر10مثال عددي یک تیربا تکیه گاه دو سر ساده به طول عهبه منظور مطال

در این بخش نتایج حاصل از پاسخ دینامیکی تیر تحت دو مدل دقیق و تقریبی جرم .شده استبنديالمان تقسیم32و4تیربه .باشدیم1
مدل تقریبی نسبت همچنین میزان خطاي . محاسبه ومقایسه شده استMATLABبا استفاده از نرم افزار باروش عددي تفاضل مرکزيمتحرك 

و محاسبه شده استمختلف )سرعت وسیله نقلیه به سرعت بحرانی(αونسبت سرعت) ه به جرم پل جرم وسیله نقلی(درنسبت جرم به مدل دقیق 
. در یک کانتور ارائه می گردد

مشخصات پارامترهاي مدل:1جدول 
k Lt(mm) h(mm) b(mm) P(N) ρ(t/mm3) E(N/ mm2) EL Model

10 10000 200 200 1000 7.80E-09 2.00E+05 4 1

10 10000 200 200 1000 7.80E-09 2.00E+05 32 2

نشان داده 3و2ماکزیمم پاسخ دینامیکی تیر نسبت به ماکزیمم پاسخ استاتیکی تحت سرعت والمان بندي هاي مختلف درشکل نمودار
با افزایش .مدل تقریبی می باشدها، پاسخ در حالت مدل دقیق بیشتر از در اکثر نسبت سرعتکهشده است که با مشاهده آن ها نتیجه می شود

تعداد المان مقدار خطاي پاسخ پل تحت مدل تقریبی نسبت به مدل دقیق افزایش می یابد که نتیجه می شود هرچه تعداد المان بیشتر باشد، 
تیر نتیجه می گردد که همچنین با بررسی اثر نسبت سرعت وسیله نقلیه متحرك به سرعت بحرانی بر روي پاسخ. محاسبه پاسخ دقیق تر می گردد

در شکل .برابر سرعت بحرانی می گردد پاسخ دینامیکی به مقدار ماکزیمم خود می رسد0.5به طور تقریبی زمانی که سرعت وسیله نقلیه بیش از 
همان .استکانتور میزان خطاي مدل تقریبی نسبت به مدل دقیق جرم متحرك در نسبت جرم و نسبت سرعت هاي مختلف نمایش داده شده 4

میزان خطاي ،0.85یش از نسبت سرعت هاي بوα<0.2>0.4یا در محدودهو%12به بیش از طور که مشاهده می گردد که با افزایش نسبت جرم 
توان یتوجه به دقت مطالعات مورد نظر مدرنتیجه در خارج از محدوده عنوان شده و با . به ماکزیمم مقدار خود می رسدمدل تقریبی نسبت به مدل 

.از مدل تقریبی نیز استفاده نمود

المان4هاي مختلف درمدلنمودارمقایسه نسبت پاسخ دینامیکی به استاتیکی در :2شکل
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المان32نمودارمقایسه نسبت پاسخ دینامیکی به استاتیکی در مدل هاي مختلف در: 3شکل

المان32تغییرات درصد خطا مدل تقریبی نسبت به مدل دقیق در :4شکل

گیرينتیجه
، مهندسی عمرانکاربرديهايبرنامهمتحرك در وسیله نقلیه سریع، ارتعاش سازه تحت عبور وسایل نقلیهبه دلیل توسعه و پیشرفت مروزه ا

سخ پل تحت و پاهگردیداستفاده جرم متحرك جهت مدلسازي وسیله نقلیهدر این پژوهش از دو مدلسازي دقیق و تقریبی.حائز اهمیت می باشد
ه گردیدپاسخ دینامیکی پل تحت هردو مدل سازي توسط روش عددي تفاضل مرکزي محاسبه . ه استمدل هاي مطرح شده بررسی و مقایسه شد

.ه استبررسی شدمیزان خطاهمچنین اثر نسبت سرعت وسیله نقلیه به سرعت بحرانی و نسبت جرم وسیله نقلیه به جرم پل، بر روي . است
:ه است کهگردیدمشاهده اینرسی،دقیق وتقریبیسازيسخ پل تحت جرم متحرك درحالت مدلبا بررسی پا

تقریبی است که نشان می دهد با درنظر گرفتن مدلسازيبیشتر از مدلسازي دقیق در اکثر موارد پاسخ تیرتحت سیستم جرم متحرك درحالت.1
.می یابداثر اینرسی جرم متحرك به صورت دقیق، دقت درمحاسبات افزایش

گردد که به طور تقریبی زمانی که همچنین با بررسی اثر نسبت سرعت وسیله نقلیه متحرك به سرعت بحرانی بر روي پاسخ تیر نتیجه می.2
. برابر سرعت بحرانی می گردد پاسخ دینامیکی به مقدار ماکزیمم خود می رسد0.5سرعت وسیله نقلیه بیش از 

می ، مدل تقریبی داراي خطاي قابل قبول بوده و ، با توجه به دقت مطالعات مورد نظراز نسبت جرم و نسبت سرعتمعینی همچنین در محدوده . 3
.مدل نیز در محاسبات استفاده نموداینتوان از
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