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چکیده
در این مقاله یک روش براي آنالیز تیر اولر برنولی ترك خورده بر اساس ارائه یک ابر المان جدید که حاوي یک ترك عرضی با عمق دلخواه 

مولفه هاي ماتریس سختی براساس . رفی می شوددر این ابر المان اثر ترك با اصلاح ماتریس سختی مع. و درمحل دلخواه می باشد ارائه می شود
ابر المان پیشنهادي براي مدلسازي  و تحلیل سازه هاي تیري ترك خورده و . مفهوم تیر مضاعف و تئوري بتی براي تیر اولربرنولی اثبات می شود

سپس . انس هاي طبیعی آنها  استفاده می شودبدست آوردن تغییر شکل آن تحت بار استاتیکی و همچنین  آنالیز مقدار ویژه  و بدست آوردن فرک
براي چند مثال نتایج بدست آمده با نتایج المان محدود دو بعدي  اعتبار سنجی می شود

مقدمه
برداري تحت بارهاي بهرههاي ناشی از خستگی باشند که توانند تركبراي مثال آنها می.متعددي دارنداي دلایلهاي موجود در اعضاي سازهترك

محاسباتی ثابت کرده است که وجود مطالعات آزمایشگاهی و. شوندها یک تهدید محسوب میها براي عملکرد مناسب سازهها در سازهترك.افتنداتفاق می
,Cacciola et al)شـود ها منجـر مـی  ه تغییرات خواص ارتعاشی این سازهها بترك 2003, Dimarogonas, 1996 and Krawczuk et al, از .)2000

آنجاییکه به علت وجود ترك ها سازه ها سختی اولیه خود را از دست می دهند پایش تغیییرات این خواص در طول عمر آن یک روش غیر مخـرب  
وقتی یک ترك در یک المان سازه اي ایجاد می شود باعث .رایج براي ارزیابی شدت تغییرات و محاسبه عمر باقیمانده این سازه ها محسوب می شود

ا یجاد یک تغییر موضعی در سختی آن می شود که خواص دینامیکی سازه رابه مقدار قابل توجهی تحت تاثیر قرار می دهد و در نتیجه ایمنی آن را
.باشدنیکی المان هاي ترك خورده مهم میبنابراین توسعه مدل هاي قابل اعتماد براي رفتار مکا.کاهش می دهد

از دیدگاه محاسـباتی روش  . می تواند با یک مش بندي مناسب المان محدود بطور مناسب بدست بیایدیک مدل دقیق از ترك و اطراف آن 
تکنیک . المان محدود یک روش استاندارد براي شبیه سازي اینکه چگونه سازه هاي ترك خورده تحت بارهاي خارجی رفتار می کنند ارائه می دهد

عمده این روش ها ترك را بصورت فیزیکی با جداسـازي دو  .بارهاي اعمالی توصیه شده استهاي المان محدود متعددي براي مدلسازي ترك تحت
در نتیجـه یـک عیـب عمـده ایـن      .اکثر اوقات استفاده از چنین روش هایی به مش بندي مجدد ناحیه ترك نیاز دارد. وجه ترك مدلسازي می کنند

به علاوه الگوریتم . ه بطور دقیق تکینگی تنش در نوك ترك مدلسازي شود نیاز دارندروش ها این است که آنها به تلاش محاسباتی زیادي براي اینک
به هر حال این روش ها براي مسائل معکوس مناسب نیستند چرا که .هاي گسترش ترك     می تواند طاقت فرسا و از نظر محاسباتی زمان بر باشد

.براي جستجوي محل ترك به راحتی امکان پذیر باشددر آنها مدلی مورد نیاز است که اصلاح محل ترك و عمق ترك 
براي بعضی کاربرد ها رفتار کلی سازه ترك خورده مورد علاقه ماست در حالی که رفتار مواد در مجاورت ترك مهم نیست و می تواند صـرف  

در ایـن  .ن مدلسـازي تـرك شـبیه سـازي شـود     در چنین مواردي نیاز هست که وجود ترك بدو.مسائل معکوس نمونه اي از این مسائل هستند.نظر شود
توضیح .دتحقیق ما چنین روشی را ارائه خواهیم کرد که در آن وجود ترك را در هر موقعیت دلخواه و عمق دلخواه  از المان  یک بعدي اعمال خواهد ش

این نوع المان می توانـد در کـاربرد   . ی می شوددر این روش وجود ترك با اصلاح ماتریس سختی معرف.آورده شده است) 1(مصور نکته یاد شده در شکل
دیگر امتیاز این روش این است که تعداد نامحدودي از . هاي سازه اي براي محاسبه پاسخ سازه هاي ترك خورده تحت بارگذاري مورد استفاده قرار گیرد

.دلیل نوك ترك در آنالیز وجود نخواهد داشتهمچنین  مشکل تکینگی تنش محلی به .المان هاي ترك خورده می تواند در مدل تعبیه گردد
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ترك از مدل فیزیکی حذف می شود و ماتریس سختی المان اصلاح می شود:توصیف مفهومی براي ابرالمان حاوي ترك  :1شکل 

بازلمان حاوي یک تركاارائه ابر
سختی معادل یک ترك باز

برداري رگذاري نوسانی تحت بارهاي بهرهاین نوع ترك در حالت با. شده استنشان داده ) 2(ترك یک وجهی باز در مقاطع مستطیلی در شکل
Ostachowicz and Krawczukسختی فنر پیچشی معادل در محل ترك یک وجهی توسط . رخ می دهد :بصورت زیر معرفی شد(1991)

ترك یک وجهی:2شکل 
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.مدول الاستیسیته تیر می باشدEعمق تیر وhضخامت تیر وwعمق ترك وdکه در این رابطه

ابر المان استخراج ماتریس سختی
ترك بر اساس یک مدل ریاضی براي المان تیر با یک ترك عرضـی مطـابق بـا مـدل ارائـه شـده توسـط        استخراج ابر المان تیر اولر حاوي 

Ostachowicz and Krawczuk ترك به عنوان یک فنر پیچشی معرفی می شود که دو قسمت تـرك نخـورده تیـر را بـه هـم      .می باشد(1991)
10از انتهاي چپ کهLبراي مثال به فاصله(و با موقعیت آن) 3شکل (کند وصل می   (و عمق آنd    تعریف می شود و بـا سـختی فنـر

Ehdwنشان داده می شود مدل می شود که بستگی بهSپیچشی که با .دارد,,,
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عرضیابرالمان تیراولر با یک ترك :3شکل

ایده اصلی استخراج ماتریس سختی اصل سوپر پوزیشن . ماتریس سختی رابطه بین عوامل نیرویی وجابجایی هاي متناظر آنها را ارائه می کند
این این به .درجه آزادي خواهد بود4با در نظر گرفتن جابجایی هاي عرضی  و با صرف نظر از جابجایی هاي محوري درالمان تیر، المان داراي .است

درجه آزادي در نظر گرفته 4در نتیجه براي بدست آوردن همه ضرایب لازم ماتریس سختی باید .معنی است که از دو درجه آزادي صرفنظر می شود
ما از تغییر شکل هاي برشی ).عمود بر کاغذ(zحول محور 2zو1zو چرخش ها2و1درجات آزادي گرهی شامل جابجایی هاي عرضی. شود

می توانـد سـتون بـه سـتون سـاخته      Kماتریس سختی.در این قسمت صرفنظر می کنیم اگر چه در نرم افزار هاي تجاري در نظر گرفته می شود
براي بدست آوردن جملات در یک سـتون درجـه آزادي   .ملات هر ستون ما باید مساله تیر نامعین استاتیکی را حل کنیمبراي بدست آوردن ج.شود

کـردن  المان متناظر با آن ستون به اندازه واحد جابجا می شود و درجات آزادي دیگر مقید می شوند نیرو ها و لنگر هاي گرهی که باید براي مقید
براي جابجایی ها و نیروها جهت هاي مثبـت بـه سـمت بـالا     . نامگذاري می شودKطبق موقعیتش در ماتریس سختیتغییر شکل اعمال شود بر 

براي حل تیر نـامعین از روش تیـر مـزدوج   ) 4شکل.(هستند و براي چرخش ها و ممان ها جهت مثبت در جهت خلاف عقربه هاي ساعت می باشد
:وجود دارد عبارتند از) w(و بار هاي گسترده)M(و لنگر خمش ) V(ها روابطی که بین نیروهاي برشییرها و قابدر ت. استفاده می شود

 dxwV )۴(

 wdxM )۵(

:بصورت زیر می باشد) M(و لنگر خمشی) EI(و صلبیت خمشی) (و شیب )y(همچنین روابط بین خیز
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م که شدت بار گسترده روي آن اگر یک تیر فرضی در نظر بگیری
EI

M نیروي برشـی در هـر نقطـه از تیـر     ) 7(و) 4(باشد با مقایسه روابط

لنگر خمشی در هر نقطه از تیر فرضـی برابـر اسـت بـا     ) 8(و) 5(همچنین با مقایسه روابط . فرضی  برابر است با شیب در نقطه متناظر در تیر واقعی
.ظر در تیر واقعیخیز در نقطه متنا
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تغییر شکل هاي متناظر با ) c-f. (نیروهاي گرهی متناظر با درجات آزادي) b.(المان تیراولر با یک ترك با درجات آزادي مربوطه)a(:4شکل
نیروهاي گرهی بر طبق موقعیتشان در ماتریس سختی نامگذاري می شوند.تحریک تک تک درجات آزادي

سختیاستخراج ستون دوم ماتریس
در ایـن  . نددر قدم اول تکیه گاه سمت چپ به اندازه واحد در جهت درجه آزادي دوم دوران داده می شود و دیگر درجات آزادي مقید می شـو 

):5شکل(باشددر این حالت تیر فرضی به صورت زیر می.باشددر درجات آزادي گرهی مطابق با ستون دوم ماتریس سختی میحالت نیروها و لنگرها
یک چرخش واحد در تیر واقعی وجود دارد بنابراین در تیر فرضی برش 1در گره : براي بدست آوردن تیر فرضی بصورت زیر عمل می کنیم

واحد وجود خواهد داشت و در محل فنر یک تغییر شیب ناگهانی در تیر واقعی وجود دارد، پس در تیر فرضی یک تغییر برش ناگهـانی وجـود داردو  

(مقدار نیروي متمرکز برابر است با تغییر شیب ناگهانی که برابر است با . نیروي متمرکزدر نتیجه یک
S

M (که در آنM   با اسـتفاده از درونیـابی

Skkk(ی آیدمبدست /)]([ 422222  (

.تیر مزدوج) b(.نیروهاي گرهی متناظر با ستون دوم ماتریس سختی می باشند. تحریک درجه آزادي دوم به مقدار واحد) a(:5شکل 
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:با نوشتن معادلات تعادل براي تیر فرضی خواهیم داشت
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س سختیاستخراج ستون چهارم ماتری
در قدم دوم از استخراج ماتریس سختی تکیه گاه سمت راست به اندازه واحدد در جهت درجه آزادي چهارم دوران داده می شو و دیگر درجات 

:باشندمزدوج متناظر با آن بصورت زیر میدر این حالت نیروها و لنگرها در درجات آزادي گرهی و همچنین تیر ).6شکل(آزادي مقید می شوند

.تیر مزدوج) b. (نیروهاي گرهی متناظر با ستون چهارم ماتریس سختی می باشند. تحریک ردجه آزادي چهارم به مقدار واحد) a(:6شکل

:با نوشتن معادله تعادل لنگر براي تیر مزدوج خواهیم داشت
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:بنا به قانون بتی و ماکسول خواهیم داشت
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:درنتیجه می توانیم نتیجه بگیریم
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:با نوشتن معادلات تعادل خواهیم داشت
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)ستونهاي  اول و سوم ماتریس سختی با استفاده از قانون بتی Wang, بعد از بدست .تعادل به راحتی بدست می ایندو معادلات (1983
:.آوردن  همه ستون هاي ماتریس سختی ماتریس سختی ابرالمان حاوي ترك بصورت زیر خواهد بود
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یس جرم ابر المان حاوي تركماتر
از آنجاییکه خرابی بصورت ترك جرم سازه را تحت تاثیر قرار نمی دهد بنابراین در آنالیز دینامیکی سازه هاي ترك خورده ، ماتریس جرم 

,Krawczuk et al(قرار گیردالمان سالم می تواند بطور مناسب مورد استفاده  2000(.

ادي با نتایج مدل المان محدود دو بعدياعتبار سنجی ابر المان پیشنه
نتایج .ابر المان تیراولر حاوي  یک ترك با استفاده از دو مثال با شرایط مختلف از نظر شرایط مرزي و  بارگذاري اعتبار سنجی شده است

هردو  تیر هاي ترك . استفاده شده استمدل المان محدود دو بعدي شامل نتایج تحلیل استاتیکی و مقدار ویژه براي تایید درستی المان ارائه شده
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کیلوگرم بر متر مکعب و ضریب 7800مگاپاسکال، جرم مخصوص آنها 200مدول الاستیسیته آنها :خورده از مواد با مشخصات زیر تشکیل شده اند
مترمی 0.1متر و عرض 0.2ق متر وسطح مقطع تیر مستطیل با عم4طول تیر :مشخصات هندسی آنها بدین شرح است.می باشد0.3پواسون آنها 

).7شکل(متر از تکیه گاه در نظر گرفته شده است1.5میلی متر در فاصله 80یک ترك عرضی با عمق .باشد

شرایط بارگذاري و شرایط مرزي مثال هاي ارائه شده براي آنالیز استاتیکی و مقدار ویژه تیر ترك خورده: 7شکل

تست همگرایی مدل هاي المان محدود
ستفاده کورکورانه از مدل المان محدود براي حل مساله مقدار ویژه براي یافتن فرکانس هاي طبیعی  بدون در نظر گرفتن فرضیات اتخاذ ا

براي مدل المان محدود دو بعدي تحقیق حاضر تیر با المان هاي تنش مسطح .شده براي مدل ترك ممکن است به خطاي قابل توجه اي منجر شود
نتایج تست . در هر مثال تراکم مش با تست همگرایی براي تیر هاي ترك خورده و نخورده آزموده شد. چهار گرهی مش بندي شدایزوپارامتریک

,Zienkiewicz and Taylor)همگرایی اندازه مناسب و کافی را براي مش ها تعیین کرد طوري که فرکانس هاي طبیعی تقریباً با فرکانس (2000
,Timoshenko et al)راي تیر هاي ترك نخورده هاي دقیق قابل دسترس ب در نتیجه در بخش هاي بعدي مناسب ترین مش .یکسان باشد(1974

براي این مثال ها مدل المان محدود دو بعدي شامل حدود .هاي المان محدود بر اساس نتایج تست همگرایی مربوطه در هر مثال تعیین شده است
.دل المان محدود جدید شامل چهارابر المان تیراولر پیشنهادي می باشدالمان چهارضلعی چهار گرهی و م8000

آنالیز استاتیکی
در .در این قسمت با آنالیز استاتیکی  دو شرایط بارگذاري و شرایط مرزي  مختلف ارائه شده  ابرالمان پیشنهادي اعتبار سنجی شده است

کیلونیوتن در انتهاي تیر می باشد و در مثال دوم یک تیر ساده 100تحت بار متمرکز تیر ) 7شکل(مثال اول یک تیر طره در نظر گرفته شده است
هر دو مثال ارائه شده با چهار ابرالمان با طول یک متر مدل می ). 7شکل(کیلو نیوتن در وسط دهانه مورد مطالعه قرار می گیرد100با بار متمرکز 

بعد از تشکیل ماتریس سختی براي چهار . از عمق نسبی نزدیک به صفر استفاده می شودقابل ذکر است براي المانهاي فاقد ترك ).8شکل(شود
:و سپس با رابطه زیر جابجایی و دوران براي نقاط گرهی بدست می آید.الملن  آنها را اسمبل کرده تا ماتریس سختی کل تیر بدست آید

FKD  1 (21)
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با استفاده EوA،B،C،Dبردار بار می باشدجابجایی هاي عرضی  و دوران ها در نقاطFماتریس سختی وKار جابجایی و بردDکه
است نتایج دو روش همانطور که از جدول مشخص .مقایسه بین نتایج دو روش را نشان می دهد) 1(جدول.از روش ارائه شده بدست می آید

.مطابقت خوبی دارند

تیر ترك خورده مدل شده با چهار ابر المان:8شکل

آنالیز مقدار ویژه

آنالیز مقدار .. در این قسمت با آنالیز مقدار ویژه دو شرایط بارگذاري و شرایط مرزي ارائه شده  ابرالمان پیشنهادي اعتبار سنجی شده است
.له زیر براي بدست آوردن فرکانس هاي طبیعی براي سه مود اول انجام می گرددویژه با استفاده از معاد

02  MK  )22(

چنین مشبندي مشابه بخش قبل  در مدلسازي با هم. فرکانس طبیعی می باشدماتریس جرم وMماتریس سختی وKکه در آن 
. مقایسه می گردند) 2(المان محدود دو بعدي براي محاسبه فرکانس هاي طبیعی براي سه مود اول استفاده می شود و نتایج دو روش طبق جدول

.همانطور که از جدول  مشخص است نتایج دو روش از تطابق خوبی برخوردار است.

ایی ها و چرخش ها براي نقاط مشخص شده در تیر ترك خوردهمقایسه جابج:1جدول 
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و المان محدود دوبعدي) هرتز(مقایسه فرکانس هاي طبیعی بدست آمده از ابرالمان پیشنهادي:2جدول 

گیرينتیجه
در این ابر المان اثر ترك با اصلاح . در این تحقیق یک ابر المان حاوي ترك براي تحلیل استاتیکی و مقدار ویژه تیر اولر برنولی ارائه شد

ابر المان . مولفه هاي ماتریس سختی براساس مفهوم تیر مزدوج و تئوري بتی براي تیر اولر اثبات می شود. ماتریس سختی معرفی می شود
هاي محاسبه فرکانسار هاي استاتیکی و پیشنهادي براي مدلسازي سازه هاي تیري ترك خورده و بدست آوردن تغییر شکل هاي آنها تحت ب

سنجی ایج المان محدود دو بعدي  اعتبارسپس براي چند مثال نتایج بدست آمده با نت. طبیعی با دانستن مشخصات ترك ها استفاده می شود
که اطلاعات بنابراین وقتی .اولین محدودیت المان پیشنهادي این است که توزیع تنش را در مجاورت ترك با این روش نمی توانیم بدست آوریم.شد

بسته محدودیت دوم این روش این است که که برا ترك هاي باز قبل قبول است و براي ترك هاي.تنش ضروري است این روش قابل استفاده نیست
.قابل قبول نیست
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